The physics of a small-scale tearing mode in collisionless slab plasmas by Geng, Chen et al.
This is a repository copy of The physics of a small-scale tearing mode in collisionless slab 
plasmas.
White Rose Research Online URL for this paper:
http://eprints.whiterose.ac.uk/164163/
Version: Published Version
Article:
Geng, Chen, Dickinson, David orcid.org/0000-0002-0868-211X and Wilson, Howard Read 
orcid.org/0000-0003-3333-7470 (2020) The physics of a small-scale tearing mode in 
collisionless slab plasmas. Plasma Physics and Controlled Fusion. 085009. ISSN 
1361-6587 
https://doi.org/10.1088/1361-6587/ab97f1
eprints@whiterose.ac.uk
https://eprints.whiterose.ac.uk/
Reuse 
This article is distributed under the terms of the Creative Commons Attribution (CC BY) licence. This licence 
allows you to distribute, remix, tweak, and build upon the work, even commercially, as long as you credit the 
authors for the original work. More information and the full terms of the licence here: 
https://creativecommons.org/licenses/ 
Takedown 
If you consider content in White Rose Research Online to be in breach of UK law, please notify us by 
emailing eprints@whiterose.ac.uk including the URL of the record and the reason for the withdrawal request. 
Plasma Physics and Controlled Fusion
PAPER • OPEN ACCESS
7KHSK\VLFVRIDVPDOOVFDOHWHDULQJPRGHLQFROOLVLRQOHVVVODESODVPDV
To cite this article: Chen Geng et al 2020 Plasma Phys. Control. Fusion 62 085009
 
View the article online for updates and enhancements.
This content was downloaded from IP address 82.132.236.232 on 06/08/2020 at 09:52
1MBTNB 1IZTJDT BOE $POUSPMMFE 'VTJPO
1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  	QQ
 IUUQTEPJPSHBCG
5IF QIZTJDT PG B TNBMMTDBMF UFBSJOH
NPEF JO DPMMJTJPOMFTT TMBC QMBTNBT
$IFO (FOHB %BWJE %JDLJOTPOB BOE )PXBSE 8JMTPOB
 :PSL 1MBTNB *OTUJUVUF %FQBSUNFOU PG 1IZTJDT 6OJWFSTJUZ PG :PSL )FTMJOHUPO :PSL :0 %% 6OJUFE
,JOHEPN
 $VMIBN $FOUSF GPS 'VTJPO &OFSHZ "CJOHEPO 0YGPSETIJSF 09 %# 6OJUFE ,JOHEPN
&NBJM DIFOHFOH!ZPSLBDVL
3FDFJWFE  "QSJM  SFWJTFE  .BZ 
"DDFQUFE GPS QVCMJDBUJPO  .BZ 
1VCMJTIFE  +VMZ 
"CTUSBDU
.JDSPUFBSJOH NPEFT IBWF CFFO XJEFMZ SFQPSUFE BT B UFBSJOH QBSJUZ FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU
ESJWFO QMBTNB JOTUBCJMJUZ XIJDI MFBET UP àOF TDBMF UFBSJOH PG UIF NBHOFUJD áVY TVSGBDFT UIFSFCZ
SFTVMUJOH JO SFDPOOFDUJPO PG NBHOFUJD àFME MJOFT BOE GPSNBUJPO PG NBHOFUJD JTMBOET *O TMBC
HFPNFUSZ JU IBT QSFWJPVTMZ CFFO TIPXO UIBU UIF ESJWF NFDIBOJTN SFRVJSFT B àOJUF DPMMJTJPO
GSFRVFODZ )PXFWFS XF àOE JO MJOFBS HZSPLJOFUJD TJNVMBUJPOT UIBU B DPMMJTJPOMFTT àOFTDBMF
UFBSJOH QBSJUZ JOTUBCJMJUZ FYJTUT FWFO BU MPX BOE [FSP DPMMJTJPO GSFRVFODZ %FUBJMFE TUVEJFT SFWFBM
UIBU UIFTF TMBC NPEFT BSF BMTP ESJWFO CZ FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU CVU BSF TFOTJUJWF UP
FMFDUSPO àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT BOE IBWF B SBEJBM XBWFOVNCFS NVDI TNBMMFS UIBO UIF
CJOPSNBM XBWFOVNCFS XIJDI JT DPNQBSBCMF UP UIF JPO -BSNPS SBEJVT 'VSUIFSNPSF UIFZ FYJTU
FWFO JO UIF FMFDUSPTUBUJD MJNJU BOE FMFDUSPNBHOFUJD FGGFDUT BDUVBMMZ IBWF B TUBCJMJTJOH JOáVFODF PO
UIJT DPMMJTJPOMFTT UFBSJOH NPEF "O BOBMZUJD NPEFM TIPXT UIBU UIJT DPMMJTJPOMFTT TNBMM TDBMF
UFBSJOH NPEF JT DPOTJTUFOU XJUI B UFBSJOH QBSJUZ TMBC FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU 	&5(
 NPEF
XIJDI DBO CF NPSF VOTUBCMF UIBO UIF UXJTUJOH QBSJUZ &5( NPEF UIBU JT PGUFO TUVEJFE 5IJT
TNBMMTDBMF UFBSJOH QBSJUZ NPEF DBO MFBE UP NBHOFUJD JTMBOET XIJDI JO UVSO DBO JOáVFODF
UVSCVMFOU USBOTQPSU JO NBHOFUJTFE QMBTNBT
,FZXPSET NJDSPJOTUBCJMJUZ NJDSPUFBSJOH NPEF FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU NPEF
	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM

 *OUSPEVDUJPO
*O HFOFSBM FMFDUSPNBHOFUJD NJDSPJOTUBCJMJUJFT JO NBHOFUJTFE
QMBTNBT DBO CF DBUFHPSJTFE BT UFBSJOH PS UXJTUJOH QBSJUZ NPEFT
5FBSJOH QBSJUZ NPEFT JO XIJDI UIF áVDUVBUJOH QBSBMMFM DPN
QPOFOU PG UIF NBHOFUJD QPUFOUJBM JT BO FWFO GVODUJPO BCPVU UIF
SBUJPOBM TVSGBDF QFSUVSC UIF NBHOFUJD àFME UP GPSN NBHOFUJD
JTMBOET 5XJTUJOH QBSJUZ NPEFT IBWF B QBSBMMFM DPNQPOFOU PG
UIF NBHOFUJD QPUFOUJBM XIJDI JT PEE BCPVU UIF SBUJPOBM TVSGBDF
BOE DBVTF B SJQQMJOH PG UIF áVY TVSGBDF .JDSPUFBSJOH NPEFT
	.5.T
 BSF B UZQF PG UFBSJOH QBSJUZ NJDSPJOTUBCJMJUZ
0SJHJOBM $POUFOU GSPN UIJT XPSL NBZ CF VTFE VOEFS UIF
UFSNT PG UIF $SFBUJWF $PNNPOT "UUSJCVUJPO  MJDFODF "OZ
GVSUIFS EJTUSJCVUJPO PG UIJT XPSL NVTU NBJOUBJO BUUSJCVUJPO UP UIF BVUIPS	T
 BOE
UIF UJUMF PG UIF XPSL KPVSOBM DJUBUJPO BOE %0*
.5.T BSF B DBOEJEBUF GPS BOPNBMPVT FMFDUSPO IFBU USBOT
QPSU JO UPLBNBL QMBTNBT <m> 5IFZ IBWF CFFO TUVEJFE FYUFOT
JWFMZ TJODF UIF T 5IFZ BSF DIBSBDUFSJTFE CZ MBSHF UPSPJEBM
BOE QPMPJEBM XBWFOVNCFST DPNQBSBCMF UP UIF SFDJQSPDBM PG UIF
JPO -BSNPS SBEJVT "O FBSMZ BOBMZUJD MJOFBS NPEFM GPS .5.T
XBT EFWFMPQFE CZ + ' %SBLF FU BM <> *O UIBU XPSL UIF NBJO
ESJWF NFDIBOJTN JT TIPXO UP DPNF GSPN UIF GSFF FOFSHZ JO UIF
FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU DPOUSJCVUJOH UP FMFDUSPNBHOFUJD
áVDUVBUJPOT 5IF DPMMJTJPO GSFRVFODZ XBT TIPXO UP CF B LFZ
GBDUPS JO UIJT ESJWF NFDIBOJTN *O UIF TJNQMF UXP EJNFOTJPOBM
TIFBSFE TMBC HFPNFUSZ UIFZ TUVEJFE UIF JNQBDU PG DPMMJTJPO
GSFRVFODZ CZ EJWJEJOH JU JOUP IJHIDPMMJTJPOBM TFNJDPMMJTJPOBM
BOE DPMMJTJPOMFTT SFHJNFT BOE QSFEJDUFE .5.T UP CF TUBCMF
BU CPUI MPX BOE IJHI DPMMJTJPO GSFRVFODZ /VNFSJDBM DBMDV
MBUJPOT CZ / 5 (MBEE FU BM <> DPOàSNFE UIFTF TMBC SFTVMUT
EFNPOTUSBUJOH UIBU B WFMPDJUZ EFQFOEFOU DPMMJTJPO PQFSBUPS JT
FTTFOUJBM GPS JOTUBCJMJUZ
  ¥  5IF "VUIPS	T
 1VCMJTIFE CZ *01 1VCMJTIJOH -UE 1SJOUFE JO UIF 6,
1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
.PSF SFDFOU TUVEJFT < > IBWF PCTFSWFE .5.T JO TJNVMB
UJPOT OFHMFDUJOH UIF WFMPDJUZ EFQFOEFODF PG UIF DPMMJTJPO PQFS
BUPS BOE FWFO JO UIF MJNJU UIBU UIF DPMMJTJPO GSFRVFODZ UFOET UP
[FSP 'VSUIFSNPSF HZSPLJOFUJD TJNVMBUJPOT IBWF GPVOE NJDSP
UFBSJOH NPEFT DBO FYJTU UPXBSET UIF FEHF PG ."45 UPLBNBL
QMBTNBT BOE UIBU UIFTF NPEFT DBO CF VOTUBCMF BU MPX DPMMJTJPO
GSFRVFODZ JO UPSPJEBM HFPNFUSZ <> (ZSPLJOFUJD TJNVMBUJPOT
<m> IBWF BMTP EFNPOTUSBUFE VOTUBCMF .5.T JO UIF DPN
QMFUF DPMMJTJPOMFTT MJNJU JO B SBOHF PG TDFOBSJPT 5IFTF BSF BU
PEETXJUI UIF TMBC SFTVMUT QSFTFOUFE JO < > CVU UIFNFDIBOJTN
JT OPU ZFU GVMMZ VOEFSTUPPE 6OEFSTUBOEJOH UIF DPMMJTJPOMFTT
ESJWF NFDIBOJTN JT WJUBM GPS DMBSJGZJOH UIF JNQBDU GPS USBOT
QPSU JO UPLBNBL QMBTNBT FTQFDJBMMZ UIPTF PQFSBUJOH BU IJHIFS
UFNQFSBUVSF TVDI BT *5&3
*O UIJT BSUJDMF XF TIPX UIBU B àOF TDBMF DPMMJTJPOMFTT UFBS
JOH QBSJUZ NPEF DBO JO GBDU CF VOTUBCMF FWFO JO TMBC HFPNFUSZ
5P JEFOUJGZ UIF LFZ QIZTJDT XF EFWFMPQ BO BOBMZUJD NPEFM PG
UIJT DPMMJTJPOMFTT NJDSPUFBSJOH JOTUBCJMJUZ JO TMBC HFPNFUSZ BOE
DPODMVEF UIBU UIF ESJWF NFDIBOJTN QFSTJTUT FWFO JO UIF FMFD
USPTUBUJD MJNJU XJUI àOJUF FMFDUSPO -BSNPS SBEJVT FGGFDUT QMBZ
JOH BO JNQPSUBOU SPMF 1SPCJOH UIF NPEFM JO NPSF EFUBJM XF
TIPX UIBU UIF JOTUBCJMJUZ JT UIF UFBSJOH QBSJUZ CSBODI PG UIF FMFD
USPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU 	&5(
 NPEF XIJDI DBO CF NPSF
VOTUBCMF UIBO UIF VTVBM UXJTUJOH QBSJUZ &5( NPEF
5IF QBQFS JT MBJE PVU BT GPMMPXT *O UIF OFYU TFDUJPO XF
EFTDSJCF UIF NBHOFUJD HFPNFUSZ *O TFDUJPO  XF FNQMPZ UIF
(4 DPEF UP EFNPOTUSBUF UIF FYJTUFODF PG B NJDSPUFBSJOH
JOTUBCJMJUZ JO B DPMMJTJPOMFTT TMBC *O TFDUJPO XF EJTDVTT EFUBJMT
PG PVS BOBMZUJD NPEFM XIJDI XF VTF UP JEFOUJGZ UIF NBJO QIZT
JDT NFDIBOJTNT JO TFDUJPO  8F DMPTF JO TFDUJPO  XJUI DPO
DMVTJPOT
 4MBC HFPNFUSZ
*U JT DPOWFOJFOU UP EFàOF UIF TMBC HFPNFUSZ CFGPSF PVS EJTDVT
TJPO PG UIF QIZTJDBM QMBTNB JOTUBCJMJUZ 8F DPOTJEFS B TJNQMF
JOàOJUF TMBC PG QMBTNB XJUI NBHOFUJD àFME MJOFT JO UIF Z− [
QMBOF BOE XJUI EFOTJUZ BOE UFNQFSBUVSF HSBEJFOUT JO UIF Y
EJSFDUJPO 5IF TDBMF MFOHUIT BSF -−O =−EMOO/EY BOE -−5 =
−EMO5/EY SFTQFDUJWFMZ 6TJOH -5 BT UIF SFGFSFODF MFOHUI UIF
OPSNBMJTFE UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JT EFàOFE BT η = -O/-5 "O
FYUFSOBM NBHOFUJD àFME # BOE B DVSSFOU EFOTJUZ + BSF BQQMJFE
BMPOH UIF [ EJSFDUJPO SFTVMUJOH JO #= #(ˆ[+(Y/-T)ˆZ) XIFSF
-T SFQSFTFOUT UIF TDBMF MFOHUI PG UIF NBHOFUJD àFME TIFBS
JOH 8F BTTVNF UIBU |#Z| ≪ |#[| TP SFTUSJDU DPOTJEFSBUJPO UP
Y≪ -T
 (4 TJNVMBUJPO
(4 JT BO JOJUJBM WBMVF TJNVMBUJPO DPEF TPMWJOH UIF HZSPLJOFUJD
7MBTPW.BYXFMM FRVBUJPOT VTJOH BO JNQMJDJU BMHPSJUIN <> *U
FNQMPZT MPDBM áVY UVCFT BOE JT EFTJHOFE UP PQFSBUF JO B SBOHF
PGNBHOFUJD HFPNFUSJFT JODMVEJOH HFOFSBM UPLBNBL DZMJOESJDBM
BOE TMBC QMBTNBT
8F àSTU FNQMPZ(4 	WFSTJPO W <>
 UP CFODINBSL UIF
OVNFSJDBM SFTVMUT PCUBJOFE CZ (MBEE FU BM <> JO UIF TMBC HFP
NFUSZ *PO BOE FMFDUSPO UFNQFSBUVSFT BSF FRVBM BU UIF DFOUSF
'JHVSF  *MMVTUSBUJPO PG UIF TMBC HFPNFUSZ
PG UIF TMBC IPXFWFS UIF JPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JT [FSP
XIJMF UIF FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU JT àOJUF 5IFSF JT BMTP
B àOJUF EFOTJUZ HSBEJFOU BOE TIFBSFE NBHOFUJD àFME BQQMJFE
BT EFTDSJCFE JO TFDUJPO  5IF TDBMF MFOHUIT GPS UIF TIFBSFE
NBHOFUJD àFME BOE GPS FBDI TQFDJFT UFNQFSBUVSF HSBEJFOU BOE
EFOTJUZ HSBEJFOU BSF -T -5 BOE -O SFTQFDUJWFMZ 5IF NPEF GSF
RVFODZ BOE HSPXUI SBUF JO UIJT QBQFS BSF OPSNBMJTFE UP UIF
FMFDUSPO EJBNBHOFUJD GSFRVFODZ ω∗F = LZWFρF/-O )FSF UIF
XBWFOVNCFS LZ BOE TQBUJBM DPPSEJOBUF Y XJMM CF OPSNBMJTFE UP
UIF JPO HZSP SBEJVT ρJ = WJ/ωDJ XIFSF WK =
√5K/NK JT UIF
UIFSNBM TQFFE PG TQFDJFT K
"T TIPXO JO àHVSF 	
 UIF MJOFBS (4 SFTVMUT NBUDI XFMM
XJUI (MBEET NPEFM <> JO UIF DPMMJTJPOBM SFHJNF BOE CPUI
EFNPOTUSBUF UIF ESJWF GSPN UIF FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU
)PXFWFS JO UIF WFSZ MPX DPMMJTJPO GSFRVFODZ SFHJNF (4
SFWFBMT BO VOFYQFDUFE UFBSJOH QBSJUZ JOTUBCJMJUZ JO UIJT TMBC
HFPNFUSZ 5IF GSFRVFODZ JT OPU DPOUJOVPVT CFUXFFO UIF DPM
MJTJPOBM BOE DPMMJTJPOMFTT SFHJPOT JOEJDBUJOH UIBU UIFZ BSF EJG
GFSFOU JOTUBCJMJUZ CSBODIFT 5IF SFBM BOE JNBHJOBSZ QBSUT PG UIF
OPSNBMJTFE FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM ϕ¯ BOE OPSNBMJTFE QBSBMMFM
NBHOFUJD QPUFOUJBM "¯∥ BSF TIPXO JO àHVSF 	
 "¯∥ IBT BO FWFO
TZNNFUSZ XIJMF ϕ¯ JT PEE XIJDI JT B EFàOJOH GFBUVSF PG UFBSJOH
QBSJUZ NPEFT 5IF DPMMJTJPOMFTT POF IBT B OBSSPXFS TUSVDUVSF
UIVT UIF DIBSBDUFSJTUJD SBEJBM XBWFOVNCFS LYρJ JT NVDI MBSHFS
GPS UIF DPMMJTJPOMFTT CSBODI UIBO GPS UIF DPMMJTJPOBM POF 	TFF àH
VSF 	

 *O GBDU JO UIFTF (4 TJNVMBUJPOT XF OPUF UIBU DBQUVS
JOH UIF DPMMJTJPOMFTT JOTUBCJMJUZ SFRVJSFT DIBMMFOHJOH OVNFSJDBM
TFUUJOHT 5IF QBSBMMFM HSJE FYUFOU BOE SFTPMVUJPO OFFET UP CF TVG
àDJFOUMZ IJHI UP DBQUVSF UIF VOTUBCMF NPEF BDDVSBUFMZ *O (4
UIF QBSBMMFM áVY UVCF FYUFOU JT DPOUSPMMFE CZ OQFSJPE XIJMF
OUIFUB EFàOFT UIF HSJE SFTPMVUJPO XJUIJO FBDI π QFSJPE *O PVS
TJNVMBUJPOT UIF DPMMJTJPOMFTT CSBODI SFRVJSFT OQFSJPE= 
BOE OUIFUB=  XIJMF UIF DPMMJTJPOBM CSBODI JT XFMM DPOWFSHFE
GPS OQFSJPE=  BOE OUIFUB= 
/PUF UIBU UIF DPOEJUJPO LYρJ ≪  JT BTTVNFE JO UIF
EFSJWBUJPO PG SFGFSFODFT < > 5IJT FOBCMFT B (BNNB

1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  5IF HSPXUI SBUF 	UPQ
 BOE NPEF GSFRVFODZ 	CPUUPN
 GPS NJDSPUFBSJOH NPEFT BT B GVODUJPO PG DPMMJTJPO GSFRVFODZ 5IF USJBOHMF BOE
DJSDVMBS TZNCPMT BSF (4 TJNVMBUJPO SFTVMUT XIJMF UIF TPMJE BOE EBTIFE MJOFT BSF OVNFSJDBM TPMVUJPOT PG FJHFONPEF FRVBUJPOT QSPWJEFE JO
SFGFSFODF <> 5XP FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOUT ηF =  BOE ηF =  BSF TIPXO 0UIFS QIZTJDBM QBSBNFUFST JODMVEF LZρJ = .
β = piO5/# = . NJ/NF =  BOE 5J = 5F 5IF OVNFSJDBM QBSBNFUFST JO (4 TJNVMBUJPOT BSF TFU BT OQFSJPE=  BOE OUIFUB= 
GPS DPMMJTJPO GSFRVFODJFT TNBMMFS UIBO ωF XIJMF OQFSJPE=  BOE OUIFUB=  BSF VTFE GPS UIF PUIFS DBTFT
'JHVSF  5IF NPEF TUSVDUVSFT GPS DPMMJTJPOBM 	UPQ
 BOE DPMMJTJPOMFTT 	CPUUPN
 NJDSPUFBSJOH JOTUBCJMJUJFT JO (4 TJNVMBUJPOT /PUF UIF
EJGGFSFODF JO UIF BCTDJTTB TDBMF 5IF MFGU UXP QBOFMT BSF OPSNBMJTFE QBSBMMFM NBHOFUJD QPUFOUJBM BOE UIF SJHIU UXP BSF OPSNBMJTFE FMFDUSPTUBUJD
QPUFOUJBM 5IF SFBM BOE JNBHJOBSZ QBSUT BSF TIPXO XJUI TPMJE BOE EBTIFE MJOFT SFTQFDUJWFMZ 5IF FJHFONPEFT BSF OPSNBMJTFE TVDI UIBU
"ˆ∥(Y= ) =  )FSF ηF =  PUIFS QBSBNFUFST BSF LFQU UIF TBNF BT GPS àHVSF 	

GVODUJPO FYQBOTJPO JO UIF RVBTJOFVUSBMJUZ FRVBUJPO JHOPS
JOH UIF àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT GSPN FMFDUSPOT 'JHVSF
	
 UFTUT UIF WBMJEJUZ PG UIJT BTTVNQUJPO GPS UIF SBOHF PG
DPMMJTJPO GSFRVFODJFT XJUI ηF=  BOE ηF=  *U TIPXT
UIBU FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU ηF IBT WFSZ MJUUMF JOáV
FODF PO UIF WBMVF PG LYρJ CVU DPMMJTJPO GSFRVFODZ νωF IBT

1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  5IF WBMVFT PG LYρJ 	MFGU BYJT
 BOE LYρF 	SJHIU BYJT
 BT B GVODUJPO PG DPMMJTJPO GSFRVFODZ JO UIF (4 TJNVMBUJPOT 1BSBNFUFST BSF LFQU
UIF TBNF BT GPS àHVSF 	

B CJH JNQBDU *O UIF DPMMJTJPOBM SFHJNF LYρJ SFNBJOT TNBMM
BOE UIF BQQSPYJNBUJPO JT WBMJE IPXFWFS UIJT JT OPU UIF DBTF
GPS UIF DPMMJTJPOMFTT SFHJNF 4QFDJàDBMMZ JO UIF DPMMJTJPO
MFTT SFHJNF LYρJ JT BCPVU  UJNFT MBSHFS XIJDI MFBET UP
LYρF BQQSPBDIJOH  5IJT HJWFT UIF àSTU DMVF UIBU UIF àOJUF
-BSNPS SBEJVT FGGFDUT GSPN FMFDUSPOT NJHIU CF BO JNQPSU
BOU GBDUPS GPS UIF DPMMJTJPOMFTT NPEF TFFO IFSF 5IJT àOEJOH
JOGPSNT B OFX SFEVDFE HZSPLJOFUJD NPEFM UP CF EFSJWFE JO
TFDUJPO 
5P GVSUIFS UFTU UIJT QPJOU XF FYBNJOFE UIF JOáVFODF PG FMFD
USPO àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT EJSFDUMZ CZ QSPCJOH B #FTTFM
GVODUJPO QBSBNFUFS JO (4 5IJT QBSBNFUFS α FOBCMFT B TVQ
QSFTTJPO PG àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT JO UIF HZSPBWFSBHJOH
#FTTFM GVODUJPO +(αL) α=  JT UIF EFGBVMU DBTF DBQUVSJOH GVMM
HZSPLJOFUJD QIZTJDT 5VSOJOH α EPXO UPXBSET [FSP JT FRVJWBM
FOU UP UVSOJOH PGG UIF àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT GPS UIF HJWFO
TQFDJFT JO (4 TJNVMBUJPOT 'JHVSF 	
 TIPXT UIF FGGFDUT PG
UIF #FTTFM GBDUPS PO UIF DPMMJTJPOMFTT BOE DPMMJTJPOBM CSBODIFT
JO (4 TJNVMBUJPO )FSF UIF FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU
JT ηF=  BOE UIF DPMMJTJPO GSFRVFODZ JT TFU UP ν/ω∗F = .
GPS UIF DPMMJTJPOMFTT TJNVMBUJPO /PUF UIBU UIF HZSPBWFSBHJOH
QSPWJEFT WFMPDJUZ EFQFOEFOU EJTTJQBUJPO XIJDI JT JO TPNF
TFOTF TJNJMBS UP UIF DPMMJTJPO PQFSBUPS 8IJMTU UIF DPMMJTJPO
BMJUZ JT BO JNQPSUBOU GBDUPS JO UIF DPMMJTJPOBM TMBC NPEFM UIJT
JOEJDBUFT UIBU GPS UIF DPMMJTJPOMFTT JOTUBCJMJUZ UIF FMFDUSPO àOJUF
-BSNPS SBEJVT FGGFDUT BSF SFRVJSFE UP DPOàOF UIF NPEF UIFTF
BSF OFHMFDUFE JO UIF DPMMJTJPOBM NPEFM 0O UIF DPOUSBSZ UIF DPM
MJTJPOBM JOTUBCJMJUZ JT JOTFOTJUJWF UP UIF FMFDUSPO àOJUF -BSNPS
SBEJVT FGGFDUT
'PDVTJOH PO UIF [FSP DPMMJTJPO GSFRVFODZ MJNJU BOE WBSZ
JOH UIF SBUJP PG QMBTNB QSFTTVSF UP NBHOFUJD QSFTTVSF β
XF GPVOE UIBU UIJT NPEF QFSTJTUT JO UIF FMFDUSPTUBUJD MJNJU
BT TIPXO JO àHVSF 	
 *OEFFE JU JT NPSF VOTUBCMF BU MPXFS
β BOE TUJMM FYJTUT XIFO β=  5IJT NFBOT UIBU FMFDUSPNBH
OFUJD FGGFDUT BSF TUBCJMJTJOH GPS UIJT NPEF XIJDI JT GVO
EBNFOUBMMZ FMFDUSPTUBUJD JO OBUVSF .FBOXIJMF (4 TJNVMB
UJPOT XJUI LJOFUJD BOE BEJBCBUJD JPOT EFNPOTUSBUF UIBU UIF
JPO USFBUNFOU IBT MJUUMF JNQBDU PO UIF DPMMJTJPOMFTT NPEF
5IJT QSPWJEFT DPODMVTJWF FWJEFODF UIBU UIF NBJO ESJWF DPNFT
GSPN FMFDUSPTUBUJD FMFDUSPO QIZTJDT 5P DBQUVSF UIF QIZTJDT
PG UIF DPMMJTJPOMFTT NPEF BOE QSPWJEF BO JOUFSQSFUBUJPO PG
UIF (4 SFTVMUT XF EFWFMPQ B OFX NPEFM JO UIF GPMMPXJOH
TFDUJPO
 .PEFMMJOH JO TMBC HFPNFUSZ
*O PSEFS UP QSPWJEF B QIZTJDT JOUFSQSFUBUJPO PG UIF (4 TJNV
MBUJPO BU MPX DPMMJTJPO GSFRVFODZ XF EFSJWF FJHFONPEF FRVB
UJPOT WBMJE JO UIJT MJNJU )FSF XF QSFTFOU UXP NPEFMT EFSJWFE
GSPN HZSPLJOFUJD UIFPSZ 4FDUJPO  EFTDSJCFT B TJNQMF DBTF
GPDVTJOH PO [FSP DPMMJTJPO GSFRVFODZ BOE [FSP β XIJDI
EFNPOTUSBUFT KVTU UIF FTTFOUJBM QIZTJDT 4FDUJPO  DPOTJEFST
NPSF DPNQMJDBUFE GBDUPST JODMVEJOH àOJUF CVU TNBMM DPMMJTJPO
GSFRVFODZ BOE FMFDUSPNBHOFUJD FGGFDUT XIJDI DBO CF DPN
QBSFE JO NPSF EFUBJM XJUI (4 SFTVMUT BOE IFMQ HJWF B HPPE
GPVOEBUJPO GPS GVUVSF XPSL
 &MFDUSPTUBUJD NPEFM BU [FSP DPMMJTJPO GSFRVFODZ
*OGPSNFE CZ UIF FBSMJFS (4 SFTVMUT XF BEPQU BO BEJBCBUJD JPO
SFTQPOTF CVU USFBU FMFDUSPOT LJOFUJDBMMZ SFUBJOJOH àOJUF -BSNPS
SBEJVT FGGFDUT 8F àSTU DPOTJEFS UIF FMFDUSPTUBUJD MJNJU XJUI
QFSUVSCBUJPOT POMZ JO UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM ϕ *O 'PVSJFS
TQBDF UIF HZSPLJOFUJD FRVBUJPO GPS FMFDUSPOT ZJFMET

1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  5IF FGGFDU PG UIF #FTTFM GBDUPS α PO UIF DPMMJTJPOMFTT JOTUBCJMJUZ 	MFGU QBOFM ν/ω∗F = .
 BOE UIF DPMMJTJPOBM .5. 	SJHIU QBOFM
ν/ω∗F = 
 )FSF ηF =  PUIFS QBSBNFUFST BSF LFQU UIF TBNF BT GPS àHVSF 	

(
ω− J LZ-T W∥
∂
∂L
)
Hˆ(L) =
− F5
O
π/WF
F−W/WF (ω−ω5∗F)+(L⊥ρ⊥)ϕˆ(L) 	

JO XIJDI Hˆ(L) JT UIF FMFDUSPO EJTUSJCVUJPO QFSUVSCBUJPO JO 'PVS
JFS TQBDF WF JT UIF FMFDUSPO UIFSNBM WFMPDJUZ ρ⊥ = W⊥/ωDF
JT UIF QFSQFOEJDVMBS WFMPDJUZEFQFOEFOU FMFDUSPO HZSP SBEJVT
5F = 5J = 5 ω5∗F = ω∗F(+ ηF( W

WF −

 )) L⊥ = LY + LZ BOE +
JT UIF #FTTFM GVODUJPO 5IF RVBTJOFVUSBMJUZ FRVBUJPO JT
O Fϕˆ(L)5 +
ˆ ∞
−∞
EW · Hˆ(L)+(L⊥ρ⊥) =−O Fϕˆ(L)5 	

"TTVNJOH TNBMM L⊥ρ⊥ FYQBOEJOH #FTTFM GVODUJPOT UP TFDPOE
PSEFS BOE DPOEVDUJOH BO JOWFSTF 'PVSJFS USBOTGPSN UP SFBM
TQBDF FRVBUJPOT 	
 BOE 	
 CFDPNF
(
ω− LZY-T W∥
)
H(Y) =− F5
O
π/WF
F−W/WF (ω−ω5∗F)(
− L
ZW⊥
ωDF
+
W⊥
ωDF
∂
∂Y
)
ϕ(Y) 	

O Fϕ(Y)5 =−
ˆ ∞
−∞
EW ·
(
− L
ZW⊥
ωDF
+
W⊥
ωDF
∂
∂Y
)
H(Y) 	

4VCTUJUVUJOH 	
 JOUP 	
 BOE OPSNBMJTJOH UIF WBSJBCMFT BT
ω¯ = ω/ω∗F L¯Z = LZρF Y¯= Y/ρF ϕ¯= Fϕ/5 XF IBWF
√
πϕ¯=
ˆ ∞
−∞
ET
ˆ ∞

UEU · F−(T+U)
(
ω¯− − η
(
T+ U− 
))
×

(− L¯ZU
)
(
− L¯ZU
)
ϕ¯+ U


∂
∂Y¯ ϕ¯
ω¯− ϵY¯T


+
U

∂
∂Y¯


(
− L¯ZU
)
ϕ¯+ U


∂
∂Y¯ ϕ¯
ω¯− ϵY¯T



 	

JO XIJDI T= W∥/WF U= W⊥/WF ϵ= -O/-T BOE η = -O/-5
1MFBTF OPUF UIBU XF IBWF OPSNBMJTFE MFOHUIT UP UIF FMFDUSPO
-BSNPS SBEJVT SBUIFS UIBO UIF JPO -BSNPS SBEJVT JO UIF QSF
WJPVT TFDUJPOT 8F DPOTJEFS L¯Z ≪  JO XIJDI DBTF JU DBO CF
OFHMFDUFE /FHMFDUJOH UIJSE BOE GPVSUI PSEFST PG UIF FYQBOTJPO
JO LYρF TJNQMJàDBUJPO PG UIJT FRVBUJPO ZJFMET B TFDPOE PSEFS
EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO GPS UIF FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM PG UIF GPSN
$ϕ¯+$ϕ¯′+$ϕ¯′′ =  XIFSF QSJNFT EFOPUF UIF EJGGFSFOUJBM
XJUI SFTQFDU UP Y¯ BOE UIF DPFGàDJFOUT $ $ BOE $ BSF
$ =−
√
π− ϵY¯
[(
ω¯− + η
)
;,− η;,
]
− ϵY¯
[(
ω¯− − η
)
;,− η;,
]
	

$ = ϵY¯
[(
ω¯− − η
)
;,− η;,
]
	


1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  5IF FGGFDU PG QMBTNB CFUB β PO UIF DPMMJTJPOMFTT JOTUBCJMJUZ )FSF ν/ω∗F = . ηF =  PUIFS QBSBNFUFST BSF LFQU UIF TBNF BT GPS
àHVSF 	

$ =− ϵY¯
[(
ω¯− − η
)
;,− η;,
]
− ϵY¯
[(
ω¯− − η
)
;,− η;,
]
	

)FSF ;N,O = ;N,O(ω¯/ϵY¯) JT B HFOFSBMJTFE QMBTNB EJTQFSTJPO
GVODUJPO
;N,O(α) =
ˆ ∞
−∞
F−TTN
(T−α)O+ ET, α ∈ C , T ∈R BOE N,O ∈N
	

*U DBO CF TIPXO UIBU ;,(α) = Jπ8(α) XIFSF 8(α) JT UIF
'BEEFFWB GVODUJPO 8IFONO ̸=  UIFSF JT B QBJS PG SFDVSSFODF
SFMBUJPOT XIJDI DBO CF VTFE UP SFMBUF ;N,O(α) UP ;,(α)
;N,O(α) = NO ;N−,O−(α)−

O;N+,O−(α), O≥ 
	

;N+,(α) = α;N,(α)+ (−)
N+ 
 Γ
(N+ 

)
	

8IFO OFBS UIF DFOUSF PG UIF TMBC XIFSF Y¯=  UIF BCPWF DPFG
àDJFOUT BSF XFMMEFàOFE XJUI UIF MJNJU PG
$(Y¯= ) =
√
π
[
−+ ω¯− ω +
ϵ (ω¯− − η)
ω¯
]
	

$(Y¯= ) =  	

$(Y¯= ) =
√
π
[
ω¯− − η
ω +
ϵ (ω¯− − η)
ω¯
]
	

5IF GPSNT PG UIFTF DPFGàDJFOUT TIPX UIBU XIFO OPSNBMJTJOH
UP UIF EJBNBHOFUJD GSFRVFODZ ωF UIF NPEF GSFRVFODZ BOE
HSPXUI SBUF BSF NPTUMZ TFOTJUJWF UP NBHOFUJD TIFBS TDBMF MFOHUI
BOE FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU /VNFSJDBM TPMVUJPOT PG UIJT
TFDPOE PSEFS EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO GPS ϕ¯ BSF QSFTFOUFE JO TFD
UJPO 
 &MFDUSPNBHOFUJD NPEFM XJUI àOJUF -PSFOU[ DPMMJTJPO
PQFSBUPS
5IF BCPWF FMFDUSPTUBUJD NPEFM JT WBMJE POMZ XIFO UIF DPM
MJTJPO GSFRVFODZ JT [FSP 5P DPNQBSF XJUI UIF (4 SFTVMUT
BMPOH UIF MPX DPMMJTJPO GSFRVFODZ SBOHF XF DPOTJEFS B DMBT
TJD -PSFOU[ DPMMJTJPO PQFSBUPS DPOTJTUJOH PG QJUDIBOHMF TDBU
UFSJOH $(ν) =− Jν ∂∂ξ (− ξ) ∂∂ξ  XIFSF ν JT UIF DPMMJTJPO GSF
RVFODZ BOE ξ = W∥/W JT UIF QJUDI BOHMF 'VSUIFSNPSF JU JT VTF
GVM UP FYQMPSF UIF JOáVFODF PG FMFDUSPNBHOFUJD FGGFDUT JODMVE
JOH β XIJDI XJMM TIPX UIF UFOEFODZ PG UIJT NPEF UP GPSN
NBHOFUJD JTMBOET #FGPSF XF BEESFTT UIJT XF àSTU VQEBUF UIF
BCPWF NPEFM 8IFO JODMVEJOH UIF QBSBMMFM NBHOFUJD QPUFOUJBM

1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
BOE UIF -PSFOU[ DPMMJTJPO PQFSBUPS UIF HZSPLJOFUJD FRVBUJPO
DBO CF SFXSJUUFO BT
(
ω− J LZ-T Wξ
∂
∂L −
Jν

∂
∂ξ
(− ξ) ∂
∂ξ
)
Hˆ(L) =
− F5
O
π/WF
F−W/WF (ω−ω5∗F)+(L⊥ρ⊥)(ϕˆ(L)− Wξ"ˆ∥(L))
	

"HBJO FYQBOEJOH UIF #FTTFM GVODUJPO BOE DPOEVDUJOH BO
JOWFSTF 'PVSJFS USBOTGPSN SFTVMUT JO(
ω− LZY-T Wξ−
Jν

∂
∂ξ
(− ξ) ∂
∂ξ
)
H(Y) =
− F5
O
π/WF
F−W/WF (ω−ω5∗F)
×
(
− L
ZW(− ξ)
ωDF
+
W(− ξ)
ωDF
∂
∂Y
)(
ϕ(Y)− Wξ"∥(Y)
)
	

/PUF UIBU UIF QFSUVSCBUJPO PG UIF FMFDUSPO EJTUSJCVUJPO GVOD
UJPO EFQFOET PO CPUI TQBDF BOE WFMPDJUZ H	Y
= H	Y W ξ

&YQBOEJOH UIF EJTUSJCVUJPO GVODUJPO JO BO PSUIPHPOBM QPMZOP
NJBM TFSJFT H(Y,W, ξ) =∑∞O= IO(Y,W)1O(ξ) JO XIJDI 1O JT UIF
-FHFOESF QPMZOPNJBM PG PSEFS O XF IBWF
∞∑
O=
IO
[(
ω+
Jν
 O(O+ )
)
1O(ξ)
−LZY-T W
(O+ )1O(ξ)+ O1O+(ξ)
O+ 
]
=
− F5
O
π/WF
F−W/WF (ω−ω5∗F)(
− L
ZW(− ξ)
ωDF
+
W(− ξ)
ωDF
∂
∂Y
)(
ϕ(Y)− Wξ"∥(Y)
)
	

"QQMZJOH UIF PSUIPHPOBMJUZ SFMBUJPOT GPS -FHFOESF
QPMZOPNJBMT BOE JOUFHSBUJOH PWFS QJUDI BOHMF ξ GSPN
− UP  PO CPUI TJEFT ZJFMET B TFU PG FRVBUJPOT

O+ 
[(
ω+
Jν
 O(O+ )
)
IO− L∥W
( O
O− IO−+
O+ 
O+ IO+
)]
=
− F5
O
π/WF
F−W/WF (ω−ω5∗F)×


[(
− L

ZW
ωDF
)
ϕ+ W

ωDF
E
EYϕ
]
JG O [
−
(

W−
LZW
ωDF
)
"∥− WωDF
E
EY"∥
]
JG O [
LZW
ωDFϕ−
W
ωDF
E
EYϕ
]
JG O [
− L

ZW
ωDF"∥+
W
ωDF
E
EY"∥
]
JG O 
 JG O ≥ 
	

5P EFSJWF B USBDUBCMF NPEFM GSPN UIF BCPWF XF BEPQU B NBU
SJY BQQSPBDI 5IF FRVBUJPO 	
 DBO CF XSJUUFO JO UIF NBUSJY
GPSN BT. · I= % 5IF UXP EJNFOTJPOBM NBUSJY. JT BO JOàO
JUF USJEJBHPOBM NBUSJY PG XIJDI UIF OUI SPX 	O TUBSUT GSPN 
 JT
{
· · · − (O− )LZYW
(O− )(O− )-T

O− 
(
ω+
O(O− )
 Jν
)
− OLZYW
(O− )(O+ )-T · · ·
}
OUI SPX
5IF DPMVNO WFDUPS I TUBSUT GSPN UIF I UFSN BOE UIF DPMVNO
WFDUPS % SFQSFTFOUT UIF ESJWJOH UFSNT JO UIF SJHIU IBOE TJEF
PG FRVBUJPO 	
 /PUF UIBU UIF NBJO EJGGFSFODF CFUXFFO UIJT
NPEFM BOE DPMMJTJPOBMNPEFM JO SFGFSFODF <> MBZT JO%8JUIPVU
àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT % CFDPNFT B TDBMBS UIVT JU JT QPT
TJCMF UP QSFTFOU I UFSNT JO B DPOUJOVFE GSBDUJPO BT JO UIFJS
NPEFM *O PVS NPEFM SFXSJUJOH BT
I=.− ·% 	

BOE OPUJOH UIBU E./EY =  XF IBWF
EI
EY =.
− · E
%
EY − .
− · E.EY ·.
− · E%EY
+ .− · E.EY ·.
− · E.EY ·.
− ·% 	

4VCTUJUVUJOH UIF -FHFOESF TFSJFT PG H	Y W ξ
 JOUP UIF RVBTJ
OFVUSBMJUZ FRVBUJPO 	
 BOE FYQBOEJOH UIF #FTTFM GVODUJPO BT
CFGPSF XF IBWF
O Fϕ(Y)5 =−π
ˆ ∞

WEW
×
[(
− L
ZW
ωDF
)
I+
LZW
ωDF
I+ W

ωDF
E
EY I−
W
ωDF
E
EY I
]
	

8F EFàOF UXP SPX WFDUPST BT
3φ =
(
− L

ZW
ωDF 
LZW
ωDF   · · ·
)
	


1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  $PNQBSJTPO PG IBSNPOJDT PG FJHFONPEF TPMVUJPO GPS (4 BOE GPS TPMVUJPOT PG FRVBUJPOT 	
 	
 BOE 	
 )FSF ν/ω∗F = . BOE
ηF =  PUIFS QBSBNFUFST BSF LFQU UIF TBNF BT JO àHVSF 	

2φ =
(
W
ωDF  −
W
ωDF   · · ·
)
	

5IFSFGPSF UIF RVBTJOFVUSBMJUZ FRVBUJPO 	
 CFDPNFT
O Fϕ(Y)5 =−π
ˆ ∞

WEW ·
(
3φ · I+2φ · E

EY I
)
	

5P DPNQMFUF UIF TFU PG FMFDUSPNBHOFUJD FRVBUJPOT "NQFSFT
-BX JT BMTP OFFEFE 5IF QBSBMMFM QFSUVSCFE DVSSFOU EFOTJUZ JO
'PVSJFS TQBDF JT
KˆF∥ =−
ˆ ∞
−∞
EW · Hˆ(L)+(L⊥ρ⊥)W∥F 	

4JNJMBSMZ XF FYQBOE UIF #FTTFM GVODUJPO EFàOF BOPUIFS UXP
SPX WFDUPST BT
3" =
(
  −
LZW
ωDF 
LZW
ωDF   · · ·
)
	

2" =
(
 WωDF  −
W
ωDF   · · ·
)
	

BOE GPMMPX UIF TBNF QSPDFEVSF BCPWF 5IF QBSBMMFM QFSUVSCFE
DVSSFOU EFOTJUZ JO SFBM TQBDF CFDPNFT
KF∥ =−
ˆ ∞

WEW ·
(
3" · I+2" · E

EY I
)
	

5IFSFGPSF(
LZ −
∂
∂Y
)
"∥(Y) =−µ
ˆ ∞

WEW ·
(
3" · I+2" · E

EY I
)
	

4VCTUJUVUJOH UIF FYQSFTTJPOT GPS I JO FRVBUJPO 	
 BOE
EI/EY JO FRVBUJPO 	
 JOUP FRVBUJPOT 	
 BOE 	

ZJFMET UIF àOBM FYQSFTTJPOT JODPSQPSBUJOH CPUI FMFDUSPNBH
OFUJD FGGFDUT BOE B -PSFOU[ DPMMJTJPO PQFSBUPS
4JNQMJGZJOH UIF QBSBNFUFST JO UIF ESJWF UFSN % BOE OPSN
BMJTJOH UIF SFTVMUT VTJOH UIF TBNF QBSBNFUFST BT JO UIF FMFDUSP
TUBUJD NPEFM BCPWF BT XFMM BT V= WWF BOE "¯∥ = "∥/ρF# 5IF
OPSNBMJTFE NBUSJY FRVBUJPOT CFDPNF
ϕ¯− √
π
ˆ ∞

EV · VF−V
(
ω¯− − η
(
V− 
))
×
(
3¯O · I¯+ 2¯O · E

EY¯ I¯
)
=  	

(
L¯Z− ∂

∂Y¯
)
"¯∥− √
π
β
ˆ ∞

EV · VF−V(
ω¯− − η
(
V− 
))
·
(
3¯K · I¯+ 2¯K · E

EY¯ I¯
)
=  	

JO XIJDI
3¯O =
(
− L¯Z V  L¯Z
 V
    · · ·
)
	

2¯O =
(
V
  − V

    · · ·
)
	

3¯K =
(
  − L¯Z
 V
  L¯Z
 V
   · · ·
)
	

2¯K =
(
 WωDF  −
W
ωDF   · · ·
)
	

I¯= .¯− · %¯ 	


1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  $PNQBSJTPO PG PVS FMFDUSPNBHOFUJD NPEFM 	TPMJE MJOFT
 XJUI (4 SFTVMUT 	USJBOHMF TZNCPMT
 BT B GVODUJPO PG DPMMJTJPO GSFRVFODZ JO
UIF DPMMJTJPOMFTT SFHJNF 1BSBNFUFST BSF LFQU UIF TBNF BT JO àHVSF 	

E
EY¯ I¯= .¯
− · E

EY¯ %¯− .¯
− · EEY¯.¯ · .¯
− · EEY¯ %¯+ .¯
− · EEY¯.¯ · .¯
− · EEY¯.¯ · .¯
− · %¯ 	

XJUI
.¯=


ω¯ − ϵY¯V    · · ·
− ϵY¯V  (ω¯+ Jν¯) − ϵY¯V   · · · − ϵY¯V  (ω¯+ Jν¯) − ϵY¯V  · · ·             
 · · · − (O−)(O−)(O−)ϵY¯V O− (ω¯+ O(O−) Jν¯) − O(O−)(O+)ϵY¯V · · ·               


	

BOE
%¯=

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5IFTF SFQSFTFOU BO JOàOJUF USJEJBHPOBM NBUSJY BOE B DPMVNO
WFDUPS SFTQFDUJWFMZ *O QSBDUJDF UIFZ XJMM CF USVODBUFE BMCFJU
BU B MBSHF TJ[F EVSJOH UIF DBMDVMBUJPO &RVBUJPOT 	
 BOE 	

XJMM FWFOUVBMMZ MFBE UP B TZTUFN PG UXP TJNVMUBOFPVT TFDPOE
PSEFS EJGGFSFOUJBM FRVBUJPOT GPS CPUI FMFDUSPTUBUJD QPUFOUJBM
ϕ BOE QBSBMMFM NBHOFUJD QPUFOUJBM "∥ (FOFSBMMZ IPXFWFS
UIF DPFGàDJFOUT GPS FBDI PG UIF UFSNT BSF OPU FBTZ UP TJN
QMJGZ BOE SFWFBM UIF JOTJHIU PG QIZTJDT FYDFQU JO TPNF TQF
DJBM DBTFT 'PS UIF DPMMJTJPOBM NJDSPUFBSJOH UIFPSZ XIFSF UIF
àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT BSF OPU DPOTJEFSFE UIF ESJWF
UFSN % IBT OPO[FSP FMFNFOUT POMZ JO UIF àSTU UXP UFSNT
UIVT POMZ UIF MFGU UPQ GPVS FMFNFOUT JO UIF JOWFSTF NBUSJY
PG . XJMM DPOUSJCVUF UP UIF SFTVMUT *O UIJT DBTF UIF NBUSJY
QSPEVDUT DBO CF TJNQMJàFE UP QSPEVDF UIF DPOUJOVFE GSBDUJPO
BOE FMFDUSPO QBSBMMFM DPOEVDUJWJUZ JO SFGFSFODF <> *O BOPUIFS
TJNQMF DBTF XIFO DPMMJTJPO GSFRVFODZ ν=  BU UIF DFOUSF
QMBOF PG UIF TMBC Y=  UIF USJEJBHPOBM NBUSJY . CFDPNFT
EJBHPOBM BOE UIF DBMDVMBUJPO XJMM CF TJHOJàDBOUMZ TJNQMJàFE
%SPQQJOH FMFDUSPNBHOFUJD UFSNT UIF FRVBUJPO CFDPNFT FRVJ
WBMFOU UP UIF FMFDUSPTUBUJD NPEFM EJTDVTTFE JO UIF QSFWJPVT
TFDUJPO
 /VNFSJDBM SFTVMUT BOE EJTDVTTJPO
8F IBWF FTUBCMJTIFE UXP SFEVDFE NPEFMT GPS UIF DPMMJTJPO
MFTT NJDSPTDBMF UFBSJOH JOTUBCJMJUZ DPOTJEFSJOH àOJUF -BS
NPS SBEJVT FGGFDUT GSPN FMFDUSPOT #BTFE PO UIF FMFDUSPTUBUJD
FJHFONPEF FRVBUJPOT 	
 	
 BOE 	
 BOE FMFDUSPNBHOFUJD

1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
'JHVSF  5IF TUSVDUVSF PG NBHOFUJD JTMBOET BU ν/ω∗F = . HSPXJOH GSPN TNBMM BNQMJUVEF 	MFGU
 UP MBSHF BNQMJUVEF 	SJHIU
 DBMDVMBUFE GSPN
PVS FMFDUSPNBHOFUJD NPEFM )FSF ηF =  PUIFS SFMBUFE QBSBNFUFST BSF LFQU UIF TBNF BT JO àHVSF 	

FJHFONPEF FRVBUJPOT 	
 BOE 	
 XF IBWF EFWFMPQFE UXP
DPEFT UP DBMDVMBUF UIF DPNQMFY FJHFONPEF GSFRVFODZ ω GPS
FBDI PG UIFTF NPEFMT 5IF BMHPSJUIN PG UIF DPEFT JT BO FJHFO
TPMWFS CBTFE PO BO JUFSBUJPO NFUIPE EFTDSJCFE JO $IBQUFS 
PG SFGFSFODF <> )FSF GPS PVS FMFDUSPNBHOFUJD FRVBUJPOT XJUI
PVS DIPTFO QBSBNFUFST UIF DPNQMFY GSFRVFODZ ω JT UZQJDBMMZ
DPOWFSHFE UP B SFMBUJWF UPMFSBODF PG − XIFO UIF NBUSJDFT
BSF PG TJ[F  CZ  5IF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT GPS UIF UFBSJOH
JOTUBCJMJUZ GPS CPUI NPEFMT BSF TQBUJBMMZ MPDBMJTFE UFBSJOH QBSJUZ
SFRVJSFNFOUT
|ϕ|, |"∥| →  BT |Y| →∞, ϕ() = ,
E"∥
EY
∣∣∣∣
Y=
=  	

1MFBTF OPUF UIBU XF EJE OPU BTTVNF BOZ QBSJUZ JO UIF EFSJWBUJPO
UIVT PVS NPEFM JT BMTP DBQBCMF PG MPPLJOH GPS UXJTUJOH QBSJUZ
TPMVUJPOT XIPTF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BSF
|ϕ|, |"∥| →  BT |Y| →∞, "∥() = , EϕEY
∣∣∣∣
Y=
=  	

'PS UIF DPMMJTJPOMFTT MJNJU ν=  TPMWJOH FJUIFS FMFDUSPTUBUJD
PS FMFDUSPNBHOFUJD FJHFONPEF FRVBUJPOT HJWFT SFTVMUT DMPTF UP
UIPTF PG (4 	TFF àHVSF 	
 GPS UIF QPJOU BU ν= 
 8F LOPX
UIBU UIF FMFDUSPTUBUJD NPEFM EFTDSJCFT UIF FMFDUSPO UFNQFSBU
VSF HSBEJFOU 	&5(
 NPEF )PXFWFS UIF &5( NPEF JT VTV
BMMZ DPOTJEFSFE UP CF B UXJTUJOH QBSJUZ NPEF /FWFSUIFMFTT
BT XJUI BOZ FJHFONPEF QSPCMFN UIFSF JT B GBNJMZ PG TPMV
UJPOT 	IBSNPOJDT
 XJUI BMUFSOBUJOH QBSJUZ JO XIJDI UIF UXJTU
JOH QBSJUZ JT UIF GVOEBNFOUBM IBSNPOJD *O GBDU FJHFONPEFT
PG EJGGFSFOU IBSNPOJDT DBO DPFYJTU BOE UIFSF JT OP QIZT
JDBM SFBTPO XIZ UIF GVOEBNFOUBM POF TIPVME CF UIF NPTU
VOTUBCMF *OEFFE TVDI QIFOPNFOB XIFSF UIF IJHIFS IBSNPO
JDT BSF NPSF VOTUBCMF XFSF GPVOE QSFWJPVTMZ JO CPUI JPO UFN
QFSBUVSF HSBEJFOU 	*5(
 NPEF < > BOE &5( NPEF DBM
DVMBUJPOT < > TUVEJFT < > SFQPSUFE UIF FYJTUFODF
PG VOTUBCMF IJHI PSEFS CBMMPPOJOH 	UXJTUJOH QBSJUZ
 NPEFT
BOE UIBU QBSJUZ USBOTJUJPO DBO IBQQFO VOEFS DFSUBJO QBSBNFU
FST TUVEJFT < > EFNPOTUSBUFE UIF FYDJUBUJPO PG IJHIFS
IBSNPOJDT BOE UIF QBSJUZ NJYUVSF VOEFS DFSUBJO TDFOBSJPT
'PS PVS FMFDUSPTUBUJD NPEFM àHVSF 	
 TIPXT EJGGFSFOU FJHFO
WBMVFT PG XIJDI UIF FWFO BOE PEE IBSNPOJDT BSF UXJTUJOH
BOE UFBSJOH NPEFT SFTQFDUJWFMZ TPMWFE XJUI DPSSFTQPOEJOH
CPVOEBSZ DPOEJUJPOT 0VS SFTVMUT TIPX UIBU UIF NPTU VOTUBCMF
NPEF JO UIJT DBTF JT UIF UIJSE PSEFS IBSNPOJD XIJDI DPSSFT
QPOET UP UIF DPMMJTJPOMFTT UFBSJOH QBSJUZ JOTUBCJMJUZ XF IBWF
GPVOE
8IFO JODMVEJOH UIF DPMMJTJPO GSFRVFODZ UIF SFTVMUT GSPN
PVS FMFDUSPNBHOFUJD NPEFM BSF TJNJMBS UP UIPTF PCUBJOFE GSPN
(4 BT TIPXO JO àHVSF 	
 #PUI NPEFMT TIPX UIBU UIF UIJT
NPEF JT ESJWFO CZ FMFDUSPO UFNQFSBUVSF HSBEJFOU DPOTJTUFOU
XJUI UIF JEFOUJàDBUJPO BT BO &5( 5IF NPEF HSPXUI SBUF
EFDSFBTFT BT UIF DPMMJTJPO GSFRVFODZ SJTFT CVU UIF HSPXUI SBUF
JO (4 IBT B TUSPOHFS WBSJBUJPO BOE TXJUDIFT UP B EJGGFSFOU IBS
NPOJD BU ν=  GPS ηF=  BOE ν=  GPS ηF=  BT JOEJD
BUFE CZ UIF KVNQ JO GSFRVFODZ /PUF UIBU PVS FMFDUSPNBHOFUJD
NPEFM SFTVMUT BSF DPOTJTUFOU XJUI UIF UIJSE PSEFS IBSNPOJD JO
àHVSF 	
 0OF SFBTPO GPS UIF EJGGFSFODF CFUXFFO PVS NPEFM
BOE (4 NJHIU CF UIBU UIF DPMMJTJPO PQFSBUPS JO (4 EJGGFST

1MBTNB 1IZT $POUSPM 'VTJPO  	
  $ (FOH FU BM
GSPN PVS NPEFM < > 5IPVHI RVBOUJUBUJWFMZ TMJHIUMZ EJG
GFSFOU CPUI PVS NPEFM BOE (4 TIPX UIBU UIJT DPMMJTJPOMFTT
UFBSJOH QBSJUZ JOTUBCJMJUZ UFOET UP CF TUBCJMJTFE CZ DPMMJTJPOT
5P TVNNBSJTF XF DPODMVEF UIBU UIF DPMMJTJPOMFTT UFBSJOH QBS
JUZ JOTUBCJMJUZ GPVOE IFSF JO TMBC HFPNFUSZ JT B GPSN PG &5(
JOTUBCJMJUZ XJUI B EJGGFSFOU ESJWF NFDIBOJTN UP UIF TUBOEBSE
DPMMJTJPOBM TMBC .5.
"MUIPVHI UIF VOEFSMZJOH NFDIBOJTN CFIJOE UIF DPMMJTJPO
MFTT UFBSJOH QBSJUZ JOTUBCJMJUZ TUVEJFE IFSF JT EJGGFSFOU GSPN UIF
DPMMJTJPOBM .5. JU TUJMM MFBET UP NBHOFUJD SFDPOOFDUJPO BOE
UIF GPSNBUJPO PG NBHOFUJD JTMBOET #PUI (4 BOE PVS FMFDUSP
NBHOFUJD NPEFM QSPWJEF UIF NPEF TUSVDUVSF GPS UIF DPMMJTJPO
MFTT JOTUBCJMJUZ BT TIPXO JO àHVSF 	
 8F DBO DBMDVMBUF UIF áVY
TVSGBDFT PG UIF NBHOFUJD àFME GSPN UIF NBHOFUJD QPUFOUJBM "∥
5IF TUSVDUVSF PG NBHOFUJD àFME MJOFT JT HJWFO CZ DPOUPVST PG
UIF áVY
ψ(Y,Z) = #Y

-T +3F("∥ · F
JLZZ) 	

5IF DPOUPVS QMPU PG DPOTUBOU MFWFMT PGψ	Y Z
 HJWFT UIF áVY TVS
GBDFT BOE IFODF UIF NBHOFUJD TUSVDUVSF 'JHVSF 	
 TIPXT UIF
JTMBOE TUSVDUVSF GPS UIF DPMMJTJPOMFTT NPEF XIFO ν=  )PX
FWFS OPUF UIBU UIF BNQMJUVEF PG "∥ JT BSCJUSBSZ JO PVS MJOFBS
NPEFM TP UIF XJEUI PG UIF JTMBOE JT OPU EFUFSNJOFE 'SPN MFGU
UP SJHIU UIF UISFF QBOFMT PG àHVSF 	
 BSF FYBNQMFT UP TIPX UIBU
VOEFS UIF TBNF QBSBNFUFST UIF JTMBOE TIBQF DBO CFDPNF NPSF
DPOUPSUFE BT JUT TJ[F HSPXT GSPN UIF PSEFS PG FMFDUSPO -BSNPS
SBEJVT ρF UP JPO -BSNPS SBEJVT ρJ *U DBO BMTP CF GPVOE UIBU BT
UIF JTMBOE XJEUI HSPXT B TFDPOEBSZ JTMBOE BSJTFT JO UIF WJDJOJUZ
PG UIF 9QPJOU 8F CFMJFWF UIBU UIF JOáFDUJPO QPJOUT PG "∥ XJMM
àOBMMZ QSPWJEF B MJNJU GPS UIF NBYJNVN JTMBOE XJEUI )PX UIJT
XJMM BGGFDU UIF QBSUJDMF BOE IFBU USBOTQPSU JT UP CF BOTXFSFE JO
GVUVSF XPSL
 $PODMVTJPO
8F IBWF TIPXO UIBU UIFSF JT B DPMMJTJPOMFTT NJDSPTDBMF UFBS
JOH QBSJUZ JOTUBCJMJUZ UIBU DBO ESJWF SFDPOOFDUJPO FWFO JO UIF
BCTFODF PG DPMMJTJPOT 8F IBWF FTUBCMJTIFE UXP NPEFMT DPO
TJEFSJOH FMFDUSPO àOJUF -BSNPS SBEJVT FGGFDUT UP JOUFSQSFU UIF
QIZTJDT PG UIJT NPEF XIJDI JT TIPXO UP CF TUBCJMJTFE XIFO
UIF DPMMJTJPO GSFRVFODZ JODSFBTFT 8F JEFOUJGZ UIF DPMMJTJPO
MFTT NPEF BT B UFBSJOH QBSJUZ IBSNPOJD PG UIF DPOWFOUJPOBM TMBC
&5( NPEF XIJDI JT UIF NPTU VOTUBCMF IBSNPOJD GPS PVS QBSB
NFUFST 5IF FMFDUSPNBHOFUJD DPNQPOFOU SFTVMUT JO NBHOFUJD
JTMBOET
0VS SFTVMU TUBOET BT BO FYBNQMF UP TIPX UIBU UFBSJOH QBSJUZ
NPEFT DBO BSJTF GSPN B XIPMF SBOHF PG EJGGFSFOU ESJWFT BOE
UIFSF NBZ CF PUIFS QPTTJCMF XBZT UP HFU TNBMM TDBMF UFBSJOH QBS
JUZ NPEFT 5IFTF DBO IBWF BO JNQBDU PO UIF USBOTQPSU BOE DBO
CF WFSZ DIBMMFOHJOH UP SFTPMWF OVNFSJDBMMZ QPTJOH QSPCMFNT
GPS BUUFNQUT UP TJNVMBUF UIFN 0O UIF PUIFS IBOE FWFO JG UIF
UFBSJOH QBSJUZ FJHFONPEFT BSF OPU UIF NPTU VOTUBCMF IBSNPOJD
MJOFBSMZ JU TUJMM NBZ CF QPTTJCMF UIBU UFBSJOH IBSNPOJDT DBO
QMBZ B SPMF OPOMJOFBSMZ MFBEJOH UP B CBDLHSPVOE EFHSBEBUJPO
UP UIF DPOàOJOH NBHOFUJD àFME FWFSZXIFSF UIBU TVDI JOTUBCJM
JUJFT FYJTU
5IF SFNBJOJOH RVFTUJPOT JO PVS SFTFBSDI JODMVEF XIZ BOE
JO XIBU QBSBNFUFS SBOHF EPFT UIF UFBSJOH IBSNPOJD CFDPNF UIF
NPTU VOTUBCMF &5( NPEF JO UIF FMFDUSPTUBUJD NPEFM BOE IPX
EPFT UIJT DPMMJTJPOMFTT NPEF CFIBWF JO UPSPJEBM HFPNFUSZ 5IF
FMFDUSPNBHOFUJD NPEFM 	
 BOE 	
 XF PCUBJO JT B SBUIFS DPN
QMJDBUFE FYQSFTTJPO 'VSUIFS TJNQMJàDBUJPO NBZ SFWFBM NPSF
QIZTJDBM JOTJHIU
"DLOPXMFEHNFOU
5IJT XPSL JT GVOEFE CZ $IJOB 4DIPMBSTIJQ $PVODJM BOE UIF
6OJWFSTJUZ PG :PSL *U JT BMTP QBSU PG 5%P51 QSPKFDU GVOEFE CZ
&143$ 	&13 
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